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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ РИМАНОВОЙ ГЕОМЕТРИИ В ТЕРМИНАХ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОГО ИНТЕГРАЛА
Л.Ж. Паланджянц

Майкопский государственный технологический институт, г. Майкоп

В этой статье рассматриваются основные понятия римановой геометрии, такие как параллельный перенос, инвариантность метрического тензора, тензор кривизны в терминах теории мультипликативного интеграла.
Рассмотрим следующие понятия римановой геометрии как параллельный перенос, инвариантность метрического тензора, тензор кривизны с точки зрения теории мультипликативного интеграла.
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Известно, что коэффициенты связности 
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1. Параллельный перенос.
Пусть в некоторой области пространства переменных 
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 задан дифференцируемый вектор 
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Определим ковариантную производную
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Если в каждой точке кривой с построить вектор, равный по длине вектору 
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 и ему параллельный, то компоненты 
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 удовлетворяют системе линейных дифференциальных уравнений:
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Более подробно, рассмотрим разбиение отрезка 
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Тогда для любого отрезка 
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Параллельный перенос вектора 
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Отсюда следует, что 
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Таким образом, параллельный перенос вектора 
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Аналогично, если переносится вдоль кривой с: 
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, то параллельный перенос задается соответствующим криволинейным мультипликативным интегралом:
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Подробное описание процесса параллельного переноса показывает, что конструкции мультипликативного интеграла и параллельного переноса описываются как предел произведения большого числа линейных операторов, близких к единичному, примененного к переносимому вектору (ковектору). Поэтому с этой точки зрения криволинейный мультипликативный интеграл и связность являются эквивалентными понятиями [1].

2. Инвариантность римановой метрики (Теорема Риччи).
Рассмотрим метрический тензор 
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Вдоль произвольной гладкой кривой с: 
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или в матричной форме 
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где 
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 означает транспонирование.

Умножим обе части этого равенства на 
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Перейдем к мультипликативному интегралу:
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Заметим, что 
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 представляет собой мультипликативную производную, т.е.
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Тогда равенство (4) перепишется в виде:
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Воспользуемся свойством мультипликативного интеграла:
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Тогда равенство (5) примет вид: 
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где 
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 - постоянная матрица, причем 
[image: image59.wmf]0

0

g

g

T

=

.

Отсюда получает выражение метрического тензора 
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Покажем, что 
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В самом деле, 
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Воспользуемся формулой Лиувилля: 
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Тогда 
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Учитывая, что 
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откуда следует, что 
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Из равенства (6) можно найти выражение для второго фундаментального тензора 
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или, учитывая свойства мультипликативного интеграла, получаем:
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Таким образом, формулы (6) и (7) показывают, что фундаментальные тензоры 
[image: image72.wmf](

)

ij

g

g

=

 и 
[image: image73.wmf](

)

ij

g

g

=

-

1

 ковариантно постоянны.

Пример [2]. Рассмотрим метрику 
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Так как коэффициенты связности удовлетворяют условию В.В. Морозова и порождают случай Лаппо-Данилевского вдоль произвольной кривой, то криволинейные мультипликативные интегралы от коэффициентов связностей вычисляются в конечном виде:
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Рассмотрим некоторые специальные связности, интегрируемые в конечном виде.

1) Евклидово пространство.

Пусть 
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2) [3] Пусть коэффициенты связности постоянны, но не все равны нулю, т.е. 
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3) [1] Пусть коэффициенты связности представляют мультипликативную производную от некоторой функции 
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Тогда 
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, т.е. в случае полной мультипликативной производной римановы пространства оказываются евклидовыми. При этом оператор кривизны
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Этот случай соответствует так называемым уравнениям нулевой кривизны [1].

4) Пусть коэффициенты связности двух аффинных пространств 
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Тогда криволинейные мультипликативные интегралы от коэффициентов связностей также связаны между собой:
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где 
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5) [1] Случай Лаппо-Данилевского. Коэффициенты связности перестановочны при различных значениях аргумента: 
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Тогда криволинейный мультипликативный интеграл вычисляется в конечном виде.
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Естественно, что список специальных связностей может быть продолжен. Причем, очевидно, что эти связности выделены по тому свойству, интегрируются они в конечном виде или между их интегралами существует некоторая зависимость.

Поэтому задача об интегрировании в конечном виде мультипликативного интеграла приобретает геометрический смысл и становится актуальной.

3. Тензор кривизны.

Рассмотрим криволинейный мультипликативный интеграл
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где 
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 вещественных переменных со значениями в алгебре 
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Параметризация кривой 
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 сводит криволинейный мультипликативный интеграл (8) к обыкновенному мультипликативному интегралу
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Рассмотрим случай 
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 и выясним геометрический смысл интеграла (8) вдоль гладкой замкнутой кривой 
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Для удобства введем обозначения: 
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Вычислим приближенно интеграл (10) в предположении, что кривая 
[image: image117.wmf]c

 имеет небольшую длину и ограничивает двумерную поверхность 
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 небольшой площадки.

При этом воспользуемся интегральным представлением мультипликативного интеграла либо дифференциальным представлением мультипликативного интеграла. Это необходимо, поскольку алгебраическая структура подынтегральной матричной функции неизвестна и невозможно применить другие методы вычисления мультипликативного интеграла, связанные с определенной структурой подынтегральной матричной функции.

Определение: Оператор 
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 будем называть кривизной криволинейного мультипликативного интеграла (10).

Геометрический смысл кривизны криволинейного мультипликативного интеграла раскрывается в следующем утверждении.

Теорема 1. (Локальная теорема о кривизне).

Для криволинейного мультипликативного интеграла, вычисленного вдоль бесконечно малого прямоугольника 
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, имеет место формула: 
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Рис. 1

Кроме того,
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Воспользуемся формулой:
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Тогда получим, что
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Следовательно,
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Теорема доказана.

Пусть теперь 
[image: image139.wmf](

)

 

 

i

jk

k

G

G

=

, 
[image: image140.wmf]2

1

,

j

,

i

=

 означают коэффициенты связности на двумерном пространстве аффинной связности [1].

Тогда координаты тензора 
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 рассматриваемой аффинной связности имеют вид:
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Если в интеграле (8) зафиксировать постоянными значения всех 
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, за исключением двух, то интеграл (8) превратится в интеграл (10). Следовательно, справедлива формула
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 - компоненты тензора кривизны аффинной связности с коэффициентами связности 
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Таким образом, кривизна аффинной связности 
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Теорема 2. Для криволинейного мультипликативного интеграла (2) условие 
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Доказательство. В самом деле, так как 
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Рис. 2

Петля 
[image: image167.wmf](
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 есть произведение петель [4].
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Переходя к интегралу, получаем, что 
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Повторяя эту операцию для каждого нового прямоугольника достаточное число раз, получаем, что
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вдоль произвольной замкнутой кривой 
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.

Рассмотрим функцию 
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Вычислим мультипликативную производную
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Рассмотрим функцию 
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Вычислим мультипликативную производную
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Следовательно, подынтегральное выражение представляет собой полный мультипликативный дифференциал 
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Обратное утверждение вытекает из последних равенств.

Имеем: 
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Теорема 3. (Глобальная теорема о кривизне. Теорема Грина-Шлезингера).

Имеет место аналог формулы Грина, установленный Шлезингером [5]. Криволинейный мультипликативный интеграл (10), вычисленный вдоль произвольной замкнутой кривой 
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 следующим образом:
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Ограничимся рассмотрением прямоугольника (рис. 3)
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Рис. 3

Тогда
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Рассмотрим матрицы:
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Тогда очевидно, что выполняется равенство:
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Составим выражение 
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 и напомним формулу мультипликативного дифференцирования произведения двух функций: 
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Тогда получаем, что
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Продифференцируем по 
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 выражение 
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Из очевидного равенства 
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Выразим из этого равенства 
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y

D

x

¶

¶

 и подставим в равенство (11).
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Учитывая, что 
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Введя обозначение 
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Перейдя к мультипликативному интегралу по переменной 
[image: image216.wmf]y

, получаем:
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Учитывая, что подынтегральная функция в левой части есть полная мультипликативная производная, имеем: 
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Отсюда, переходя к пределу при 
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Теорема доказана.

Замечание 1. Если интегрирование проводить в отрицательном направлении обхода кривой 
[image: image221.wmf]c

, то тогда можно в двойном интеграле переставить между собой переменные 
[image: image222.wmf]x

 и 
[image: image223.wmf]y

. При этом матрица 
[image: image224.wmf]T

 заменяется на матрицу 
[image: image225.wmf]U

. Таким образом, справедлива формула:
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(13)

В самом деле, доказательство следует из равенства: 
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Заметим также, что формулы (11) и (13) согласованы между, т.е. выполняется равенство
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Следовательно, 
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Таким образом, переменные 
[image: image230.wmf]x

 и 
[image: image231.wmf]y

 под интегралом можно переставить по этому правилу.

Замечание 2. Формулы (11) и (13) можно упростить, применив калибровочное преобразование.

Лемма. Пусть 
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калибровочные преобразования матричных функций 
[image: image234.wmf]R

 и 
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, где 
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Тогда 
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Утверждение леммы легко проверяется, причем, знак “+” нужно брать в случае интеграла 
[image: image240.wmf]Ç
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Таким образом, криволинейный мультипликативный интеграл (10) естественно рассматривать с точностью до полной мультипликативной производной, аналогично тому, как обычный криволинейный интеграл рассматривается с точностью до градиента некоторой функции, как это применяется в физических моделях (см., например, [6]).
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