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В статье получены эффективные достаточные условия ограниченности и устойчивости 
решений линейных дифференциальных систем. 

 

1. Введение 
 

В настоящей статье изучаются некоторые свойства решений линейных дифференциальных 
систем.  

Вопросы устойчивости и ограниченности решений систем дифференциальных уравнений рас-
сматривались многими авторами, сводка результатов которых имеется,  например, в [1-3] . В настоя-
щей статье доказываются некоторые теоремы, дающие достаточные, а  в некоторых случаях и необхо-
димые условия ограниченности и ограниченной устойчивости решений систем линейных дифферен-
циальных уравнений с переменными коэффициентами. Эти теоремы дают полные решения задач, по-
ставленных в [4]. 

Напомним некоторые определения и факты из теории устойчивости и приводимости линей-
ных дифференциальных систем. 

Рассмотрим линейную однородную дифференциальную систему 

,)( xtA
dt

dx =     nRx ∈ ,      (1) 

где )(tA  непрерывная матрица-функция на промежутке [ )+∞,0t . 

Для системы (1) задача Коши имеет единственное решение, определенное на всей бесконеч-
ной полупрямой [5]. 

Наряду с системой (1) будем рассматривать сопряженную ей систему 

ytA
dt

dy T)(−= .                                                    (2) 

Очевидно, что систему (1) в свою очередь можно рассматривать как сопряженную для систе-
мы (2), т.е. системы (1) и (2) взаимно сопряженные.  

Определение 1[4]. Тривиальное решение 0)( ≡tx системы (1) называется устойчивым по 

Ляпунову при +∞→t , если для любых 0>ε  и [ )+∞∈ ,0 at  существует 0),( 0 >= tεδδ  такое, 

что из неравенства δ<)( 0tx  следует неравенство ε<)(tx  при [ )∞∈ ,0tt . 

Отметим, что устойчивость тривиального решения системы (1) равносильна устойчивости 
всех решений этой системы [4]. В последнем случае мы будем говорить об устойчивости всей систе-
мы. 

Определение 2[4]. Если число 0>δ  можно выбрать не зависящим от начального момента 

[ )+∞∈ ,0 at , т.е. )(εδδ = , то устойчивость называется равномерной в области [ )+∞,a  

Определение 3[4]. Матрица [ )∞∈   ,)( 0
1 tCtL , вообще говоря, комплексная, называется 

матрицей Ляпунова, если выполнены следующие условия: 

1) )(  и  )( tLtL & ограничены на промежутке [ )∞,0t , т.е. 
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∞<)(tLSup
t

,   ∞<)(tLSup
t

&    при [ )∞∈ ,0tt ; 

2)  0)(det >≥ mtL , 

где m - некоторая положительная постоянная. 
Определение 4[4]. Линейное преобразование  

xtLy )(=  

с )( nn ×  - матрицей Ляпунова )(tL , где x  и y  - n -мерные векторы, называется преобразованием 

Ляпунова. 
Определение 5[4]. Однородная линейная дифференциальная система  (1) называется приво-

димой (по Ляпунову), если с помощью некоторого преобразования Ляпунова она может быть преоб-
разована в линейную систему  

By
dt

dy =                                                     (3) 

с постоянной матрицей B . 
Если в системе  (3) матрица   B  не только постоянная, но и нулевая, то говорят, что система 

(1) приводима к системе  с нулевой матрицей. 
Определение 6[4]. Действительная линейная система (1) называется ограниченно устойчи-

вой, если она устойчива одновременно с сопряженной системой (2).  
В дальнейшем нам понадобятся следующие  хорошо известные факты из теории систем ли-

нейных дифференциальных уравнений. 
Лемма 1[4]. Для фундаментальных матриц решений )(tXX =  и )(tYY =   взаимно со-

пряженных систем (1) и (2) имеет место соотношение  

CXY T = , 
где  C  - постоянная матрица. 

Лемма 2[4]. Пусть в системе (1) )(tA - ограниченная непрерывная действительная матрица. 

Тогда если 

 1) все решения )(tx  линейной системы (1)  ограничены в промежутке [ )∞,0t ;  

2) интеграл от следа матрицы системы (1) ограничен снизу, т.е.  

∫ −∞>≥
t

t

adSpA
0

)( ττ , 

где a - постоянная, то система (1) с помощью преобразования Ляпунова может быть преобразова-
на  в систему с нулевой матрицей. 

Лемма 3[4]. Линейная однородная дифференциальная система (1) устойчива тогда и только 

тогда, когда каждое решение этой системы ограничено на полуоси [ )+∞,a . 

Лемма 4[2] (Лемма Гронуолла - Беллмана). Пусть непрерывная на промежутке [ )+∞,0t  

функция 0)( ≥tu  удовлетворяет при 0tt ≥  интегральному неравенству 

τττ dufctu
t

t
∫+≤
0

)()()(  

где с - положительная константа, а 0)( ≥tf  непрерывная на [ )+∞,0t  функция. 

Тогда при 0tt ≥  имеет место оценка 

ττ dfctu
t

t
∫≤
0

)(exp)( . 

2. Ограниченность и устойчивость. Установим сначала оценку нормы произвольного ре-
шения системы (1). 

Теорема 1. Для любого решения системы (1) справедлива следующая двусторонняя оценка 
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


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


− ∫∫ 110110

00

)(exp)()()(exp)( dttAtxtxdttAtx
t

t

t

t

   при 0tt ≥ . (4) 

Доказательство. Для тривиального решения 0)( ≡tx  оценка (4) очевидна. 

Пусть )(tx - произвольное нетривиальное решение системы (1), удовлетворяющее начально-

му условию ,)( 00 xtx =  [ )+∞∈ ,0 at . Введем в рассмотрение функцию )(:)( txtr = . Тогда 

)).(),(()( 2 txtxtr =  Дифференцируя обе части последнего равенства и используя неравенство Коши 

для оценки скалярного произведения, получаем  

dt

tdx

dt

tdr )()( ≤ .         (5) 

Так как )(tx - решение, то из (5) в силу системы (1) имеем 

)()(
)(

trtA
dt

tdr ⋅≤ .       (6) 

Поскольку )(tx  - нетривиальное решение системы (1), то по теореме существования и единственно-

сти 0)( >tr  для всех [ )+∞∈ ,0tt . Поэтому из неравенства (6) имеем 

dttA
tr

tdr
dttA )(

)(

)(
)( ≤≤− ,   [ )+∞∈ ,0tt . 

Интегрируя обе части последнего дифференциального неравенства от 0t  до t , получаем оценку (4). 

Теорема 1 доказана. 
Теорема 2. Пусть 

∞<+∫
∞

dttAtA
a

T )()( .                                        (7) 

Тогда все решения действительной системы (1) ограничены на полуоси  [ )∞,a . 

Доказательство. Пусть )(tx - произвольное нетривиальное решение системы (1), удовлетво-

ряющее начальному условию ,)( 00 xtx =  [ )+∞∈ ,0 at .  

Введем в рассмотрение функцию )(:)( txtr = . Тогда очевидно, что 

).()())(),(()( 2 txtxtxtxtr T==                                   (8) 

В силу системы (1), учитывая, что 

),()(
)()(

tAtx
dt

tdx

dt

tdx TT
TT

=






=  

из (8) получаем 

xtBxxtAxxtAxx
dt

dx

dt

dx
xtr

dt

d TTTT
T

T )()()())(( 2 =+=+= , 

где )()()( tAtAtB T+= . Отсюда будем иметь 
2

)()()()(2 txtBtrtr ⋅≤&                                            (9) 

Поскольку )(tx  - нетривиальное решение системы (1), то по теореме существования и един-

ственности 0)( >tr  для всех [ )+∞∈ ,0tt . Поэтому из неравенства (9) имеем 

dttB
tr

tdr
)(

2

1

)(

)( ≤ ,   [ )+∞∈ ,0tt . 
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Интегрируя последнее дифференциальное неравенство от 0t  до t  и заменяя )(   на  )( txtr  

получаем оценку  












≤ ∫

t

t

dBtxtx
0

)(
2

1
exp)()( 0 ττ . 

Из последнего неравенства с учетом условия (7) следует ограниченность всех решений системы (1) на 

полуоси [ )∞,0t . 

Таким образом, все решения системы (1) ограничены. Теорема 2 доказана. 
 
Теорема 3. Пусть в системе (1) матрица )(tA  представима в виде  

)()( 10 tAAtA += , 

где 0A - постоянная матрица, а )(1 tA  - матрица - функция удовлетворяющая условию 

∞<∫
∞

dttA
a

)(1 ,       (10) 

Предположим, что  система 

xA
dt

dx
0=         (11) 

устойчива. 

Тогда система (1) равномерно устойчива в области [ )+∞,a . 

Доказательство. Пусть )(tX  - фундаментальная матрица решений системы (11) и 

EX =)0( . Перепишем систему (1) следующим образом 

xtAxA
dt

dx
)(10 +=        (12) 

Будем рассматривать в уравнении (12) слагаемое xtA )(1  как свободный член. Тогда применяя метод 

вариации произвольных постоянных Лагранжа, убеждаемся, что каждое решение системы (12) удов-
летворяет следующему интегральному уравнению[4]: 

ττττ dxAtXtxtXtx
t

t

)()()()()()(
0

10 ∫ −+= ,     [ )+∞∈ ,0 at , 0tt ≥   (13) 

В силу леммы 3 матрица )(tX  ограничена, т.е. MtX ≤)(  для всех [ )+∞∈ ,at . 

Из (13) имеем оценку  

τττ dxAMtxMtx
t

t

)()()()(
0

10 ⋅+≤ ∫ . 

Применяя к последнему неравенству лемму Гронуолла-Беллмана, получаем  












⋅≤ ∫ τττ dxAMtxMtx

t

t

)()(exp)()(
0

10     (14) 

В силу условия (10) функция ττϕ dAt
t

a
∫= )()( 1  ограничена на промежутке [ )+∞,a : Nt ≤)(ϕ    

[ ).,+∞∈∀ at  Поэтому из (14) имеем  

)()exp()( 0txMNMtx ≤    [ ).,+∞∈∀ at     (15) 

Пусть 0>ε  - произвольное число. В качестве δ  возьмём число  
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)exp(
:

MNM

εδ = .       (16) 

Тогда из (15) получаем 

ε≤)(tx      [ )+∞∈ ,0tt . 

Так как числа M  и N  в (16) не зависят от 0t , то и δ  - тоже. Таким образом, δ  зависит только от 

ε , и, поэтому система (1) равномерно устойчива в области [ ).,+∞a  Теорема 3 доказана. 

Теорема 4. Пусть система (1) устойчива. Предположим, что выполнены следующие усло-
вия: 

1) ( )∫ −∞>
∞→

t

at
dTrA ττlim ,       (17) 

2) +∞<∫
+∞

ττ df
a

)( .        (18) 

Тогда все решения неоднородной системы 

)()( tfytA
dt

dy +=      (19) 

ограничены на промежутке [ )+∞,a . 

Доказательство. Пусть )(tX  - нормированная фундаментальная матрица решений однород-

ной системы (1). 
Как известно, произвольное решение )(ty  системы (19) можно записать следующим образом 

[4]. 

τττ dftKtytXty
t

t
∫+=
0

)(),()()()( 0 , (20) 

где )()(),( 1 ττ −= XtXtK  - матрица Коши. 

Оценим норму решения )(ty . Из (20) имеем: 

τττ dftKtytXty
t

t

)(),()()()(
0

0 ⋅+⋅≤ ∫  (21) 

Так как система (1) устойчива, то матрица )(tX ограничена: 

MtX ≤)(    [ )+∞∈ ,0tt  ( at ≥0 ). (22) 

Покажем, что обратная матрица )(1 tX −  тоже ограничена на [ )+∞,0t . По формуле Остроградского – 

Лиувилля [4,5,6] имеем 












= ∫

t

t

dTrAtX
0

)(exp)(det ττ  (23) 

(Здесь 1)(det 0 =tX , так как EtX =)( 0 ). 

В силу (17) существует число Rm ∈  такое, что 

∫ >
t

a

mdTrA ττ )(    at ≥∀ . (24) 

С учётом неравенства (24) из (23) получаем 
0exp)(det >≥ mtX .                                                       (25) 
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Элементы обратной матрицы )(1 tX −  представляют собой дробно-рациональные функций 
)(det

)(

tX

tijα
, 

где )(tijα  - алгебраические дополнения к элементам матрицы )(tX . 

Функции )(tijα ограничены в силу ограниченности )(tX . Отсюда в силу неравенства (25) 

заключаем, что матрица )(1 tX −
ограничена на [ )+∞,0t : 

NtX ≤− )(1 [ )+∞∈∀ ,0tt .                                              (26) 

Из (22) и (26) следует, что и матрица ),( τtK  тоже ограничена: 

MNtK ≤),( τ    [ )+∞∈ ,0tt   (27) 

Из (21)  с учётом (22) и (27) получаем 

ττ dfMNtyMty
t

t
∫+≤
0

)()()( 0 . (28) 

Из условия (18) теоремы следует, что функция ττ df
t

t
∫
0

)(  ограничена: 

Ldf
t

t

<∫ ττ
0

)(      [ )+∞∈∀ ,0tt . (29) 

Из (28) и (29) имеем 

))(()( 0 NLtyMty +≤     0tt ≥∀ . 

Так как решение )(ty  ограничено на отрезке [ ]0, ta , то оно ограничено и на всём промежутке 

[ )+∞,a . В силу произвольности решения )(ty  теорема 4 доказана. 

Теорема 5. Пусть все решения система (1) ограничены на [ )+∞,a , причём 

( )∫ −∞>
∞→

t

at
dTrA ττlim .       (30) 

Тогда, если для некоторой непрерывной матрицы - функций )(tB  выполнено условие 

∞<∫
+∞

ττ dB
a

)( ,       (31) 

то все решения  системы 

[ ]ytBtA
dt

dy
)()( +=       (32) 

также  ограничены на промежутке [ )+∞,a . 

Доказательство. Пусть )(tX  - нормированная фундаментальная матрица решений уравне-

ния (1). Тогда рассматривая в (32) слагаемое ytB )(  как свободный член и применяя метод вариаций 

произвольных постоянных Лагранжа, получим, что каждое решение )(ty  системы (32) удовлетворяет 

следующему интегральному уравнению 

ττττ dyBtKtytXty
t
∫
∞

+=
0

)()(),()()()( 0 ,    ( at ≥0 )  (33) 

где )()(),( 1 ττ −= XtXtK  - матрица Коши. 

Оценим )(ty . Из (33) имеем 
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ττττ dyBtKtytXty
t

)()(),()()()(
0

0 ⋅⋅+⋅≤ ∫
∞

  (34) 

По условию матрица-функция )(tX  ограничена: 

MtX ≤)(    [ )+∞∈∀ ,0tt , (35) 

При доказательстве теоремы 4 было показано, что при выполнении условия (30) из (35) следует огра-

ниченность обратной матрицы )(1 tX − :  

NtX ≤− )(1    [ )+∞∈∀ ,0tt  

Поэтому 

MNtK ≤),( τ    [ )+∞∈∀ ,0tt . (36) 

Используя (35) и (36) из (34), имеем 

τττ dyBNtyMty
t

t

)()()()(
0

0 ⋅+≤ ∫  

Применяя к последнему интегральному неравенству лемму Гронуолла-Беллмана, будем иметь 












≤ ∫ ττ dBNtyMty

t

t0

)(exp)()( 0     )( 0tt ≥ . (37) 

В силу условия (38) теоремы 5 функция ττ dB
t

t
∫
0

)(  ограничена: 

LdB
t

t

≤∫
0

)( ττ     )( 0tt ≥ . 

С учётом последнего неравенства из (37) получаем 

)exp()()( 0 NLtyMty ≤    [ )+∞∈∀ ,0tt . 

Таким образом, все решения системы (32) ограничены. Теорема 5 доказана. 
 

 
3. Ограниченная устойчивость. Сначала установим справедливость следующей вспомога-

тельной леммы. 
Лемма 5. Пусть действительная линейная система (1) ограниченно устойчива. 
Тогда интеграл от следа матрицы системы (1) ограничен снизу, т.е.  

∫ −∞>≥
t

t

adSpA
0

)( ττ ,                                               (38) 

где a - некоторая  постоянная. 
Доказательство. Из определения ограниченной устойчивости системы следует, что системы 

(1) и (2) устойчивы. А в силу леммы 3, каждое из решений )(tx  и )(ty этих систем  ограничено на 

[ )∞,0t . Значит, фундаментальные матрицы )(tXX =  и )(tYY =   взаимно сопряженных систем (1) 

и (2) также будут ограничены на этом промежутке. Но эти матрицы  в силу леммы 1 связаны между 
собой соотношением 

CXY T = , 

где  C  - постоянная матрица. Отсюда находим 1−X : 
TYCX 11 −− = . 

Из последнего равенства следует ограниченность матрицы 1−X  в силу ограниченности матрицы  Y  и 
постоянства C . 
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Таким образом, матрицы )(tX  и )(1 tX −  ограничены на [ )∞,0t . Это влечёт ограниченность 

их определителей.  
Из равенства  

EtXtX =− )()( 1  

непосредственно следует    

1)(det)(det 1 =− tXtX . 

Отсюда и из ограниченности матрицы )(1 tX −  следует, что  

0)(det >≥ mtX .                                                 (39) 

Действительно, если допустить что )(det tX  стремится к нулю вдоль некоторой  последовательности  

)( kt , то  

∞→=−

)(det

1
)(det 1

k
k tX

tX . 

Последнее противоречит  ограниченности )(det 1 tX − .  

Из неравенства  (39), применяя формулу Остроградского-Лиувилля, получаем  

∫ −∞>≥
t

t

adSpA
0

)( ττ , 

где a - некоторая  постоянная. Лемма 5 доказана. 
Докажем теперь теорему, дающую необходимые и достаточные условия ограниченной устой-

чивости системы (1). 
Теорема 6(критерий ограниченной устойчивости).  Пусть в системе (1) матрица )(tA  - 

ограничена на полуоси [ )∞,0t . Тогда для ограниченной устойчивости действительной линейной 

системы (1) необходимо и достаточно, чтобы она была приводима к системе с нулевой матрицей. 
Доказательство. Докажем сначала необходимость условия теоремы. Из ограниченной ус-

тойчивости системы (1) следует устойчивость этой системы. Тогда в силу леммы 3, каждое решение 

)(tx однородной системы (1) ограничено на полуоси [ )∞,0t . Но с другой стороны,   из ограниченной 

устойчивости системы (1)  в силу леммы 5 следует 

∫ −∞>≥
t

t

adSpA
0

)( ττ . 

Итак, все условия леммы 2 выполнены. Значит система (1) может быть  преобразована с по-
мощью преобразования Ляпунова в систему с нулевой матрицей. 

 Докажем теперь достаточность. Пусть линейная система (1) с помощью преобразования 
Ляпунова  

ytLx )(=                                                                     (40) 

преобразуется в систему 

0=
dt

dy
                                                                      (41) 

 
с нулевой матрицей. 

Возьмем n  линейно независимых векторов  ncc ,...,1  в nR  (в качестве ncc ,...,1  можно 

взять, например, координатные орты в nR ). Тогда функции 

nctycty ≡≡ )(,...,)( 1  

образуют фундаментальную систему решений системы (41).   
Составим матрицу, столбцами которой являются координаты вектор-функций   

i
i ctLtx )()( =  ),...,1( ni = , являющиеся решениями системы (1): 
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CtLcctLctLctLtX nn )()...)(())(...)(()( 11 === .                            (42) 

Здесь C - матрица, столбцы которой суть координаты векторов ic ),...,1( ni = . 

Из (42) имеем  
.0det)(det)(det ≠= CtLtX  

Значит, )(tX  - фундаментальная матрица для системы (1). Матрица )(tX  ограничена в силу 

ограниченности матрицы Ляпунова )(tL . 

Из (42) имеем 

0det)(det)(det >≥= mCtLtX . 

Отсюда следует ограниченность обратной матрицы )(1 tX − . Последнее гарантирует ограни-

ченность фундаментальной матрицы решений сопряженной системы (2), поскольку эта матрица в си-
лу леммы 1 имеет вид: 

( ) Т
T

CtXtY )()( 1−= . 

Из ограниченности фундаментальных матриц )(tX  и )(tY   взаимно сопряженных систем (1) 

и (2) следует ограниченность каждого решения этих систем.  В силу леммы 3 эти системы устойчивы. 
Следовательно, система (1) ограниченно устойчива. Теорема 6 доказана. 

Следующая теорема даёт достаточные условия ограниченной устойчивости возмущенной сис-
темы. 

Теорема 7. Пусть  система (1) ограниченно устойчива и  матрица )(tB  абсолютно интег-

рируема, т.е.  

∞<∫
∞

dttB
t0

)( .                                                          (43) 

Тогда система  

[ ]ztBtA
dt

dz
)()( +=        (44) 

также  ограниченно устойчива. 
Доказательство. Покажем, сначала, что система (44) может быть преобразована в систему с 

нулевой матрицей. Для этого покажем, что каждое решение системы (44) ограниченно на  полупрямой 

[ )∞,0t  и интеграл от следа матрицы этой системы  ограничен снизу, т.е.  

( )∫ −∞>≥+
t

t

adBASp
0

)()( τττ ,                                        (45) 

где a - некоторая  постоянная. 
Пусть )(tX  - нормированная фундаментальная матрица решений системы (1). Тогда, рассу-

ждая аналогично как и при доказательстве теоремы 5, получим, что каждое решение )(tz  системы 

(44) удовлетворяет следующему условию 

ττττ dzBtKtztXtz
t

t

)()(),()()()(
0

0 ⋅⋅+⋅≤ ∫   (46) 

где )()(),( 1 ττ −= XtXtK  - матрица Коши. 

В ходе доказательства леммы 5 было показано, что если система (1) ограниченно устойчива, 

то матрицы )(tX  и )(1 tX −  ограничены на [ )∞,0t , т.е. 

MtX ≤)(  и NtX ≤− )(1    [ )+∞∈∀ ,0tt .                           (47) 

Поэтому матрица Коши также ограничена 

MNtK ≤),( τ    [ )+∞∈∀ ,0tt .                                                  (48) 

Используя (47) и (48) из (46) имеем 
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τττ dzBNtzMtz
t

t

)()()()(
0

0 ⋅+≤ ∫ . 

Применяя к последнему интегральному неравенству лемму Гронуолла – Беллмана и условие (43), бу-
дем иметь 

∞<











≤












≤ ∫∫

∞

ττττ dBNtzMdBNtzMtz
t

t

t 00

)(exp)()(exp)()( 00     )( 0tt ≥ . 

Таким образом, получили, что все решения )(tz  системы (44) ограничены на промежутке 

[ )∞,0t . 

Из условия теоремы (ограниченной устойчивости системы (1)) в силу леммы 5 имеем: 

∫ −∞>≥
t

t

mdSpA
0

)( ττ .                                                 (49) 

Кроме того, если [ ])()( tbtB lk= , то, очевидно, имеем  

kndBndbdSpBdSpB
t

t

t

t j

t

t

jj

t

t
∫ ∫∑ ∫∫ ≤≤≤≤
0 0 00

)()()()( ττττττττ . 

Отсюда  

∫ ∫ −≥−≥
t

t

t

t

nkdBdSpB
0 0

)()( ττττ .                               (50) 

 
Используя (49) и (50), получим 

[ ]∫ ∫ ∫ −∞>=−≥+=+
t

t

t

t

t

t

ankmdSpBdSpAdBASp
0 0 0

.:)()()()( τττττττ  

Таким образом, все условия леммы 2 выполнены. Значит система (44) приводима к системе с 
нулевой матрицей. В силу теоремы 6 эта система будет ограниченно устойчивой. Теорема 7 доказана. 
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On the Boundedness and Stability of Solutions of the Linear Differen-
tial Systems 

 
A.H. Stash, M.M. Shumafov 
 
In this paper some sufficient conditions for the boundedness and uniform stability of solutions of the 

linear differential systems are given. 
 


