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Вероятностный полиномиальный алгоритм для решения NP-полных задач
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Введение
Задачи оптимизации - наиболее распространенный и важный для практики класс задач. Их приходится решать любому из нас или в быту, распределяя свое время между разными делами, или на работе, добиваясь максимальной скорости работы программы или максимальной прибыльности компании - в зависимости от должности. Среди этих задач есть решаемые простым путем задачи, но есть и такие, точное решение которых найти практически невозможно. Для них характерны такие отличительные признаки как факториальный рост вычислительной сложности и допустимость приближенного решения. Представителями указанного класса задач являются NP-полные задачи оптимизации.

NP-полные задачи обладают свойством универсальности, так как любая из NP-полных задач может быть сведена к другой NP-полной задачи за полиномиальное время. Это означает, что если будет найден полиномиальный алгоритм решения для одной задачи, то все NP задачи будут решаться за полиномиальное время.

К сожалению, попытки найти полиноминальный алгоритм на протяжении 60 лет, не увенчались успехом. Поэтому большинство исследований в настоящее время направлено на решение NP-полных задач с некоторой допустимой ошибкой, за приемлемое время.

В теории сложности решение NP-полной задачи являются наиболее трудной проблемой.

1. Эквивалентность эволюции ценности информации
В 70-х годах XX века Джоном Холландом было показано, что поиск решения оптимизационной задачи можно представить в виде эволюции группы решений. Это позволило успешно моделировать процессы, происходящие в природе, для решения NP-полных задач. В настоящее время существует множество методов основанных на явлении самоорганизации, среди них алгоритм муравьиной колонии, алгоритм отжига и генетические алгоритмы. Все они имеют как сильные, так и слабые стороны. 

Рассмотрим подробнее генетический алгоритм.

2. Генетический алгоритм
Генетический алгоритм представляет собой технику оптимизации, которая моделирует феномен естественной эволюции (впервые открытой Чарльзом Дарвиным). При естественной эволюции выживают и дают самое многочисленное потомство особи, наиболее адаптированные к сложным условиям окружающей среды. Степень адаптации, в свою очередь, зависит от набора хромосом конкретной особи, полученным от родителей. Это основа выживания сильнейшего – не только процесс выживания, но и участие в формировании следующего поколения. В природе выживание является определяющей и основной функцией.

Генетический алгоритм не пытается оптимизировать единственное решение. Он работает с группой решений, которые кодируются, подобно хромосомам. Отдельные гены хромосомы представляют собой уникальные переменные для изучаемой проблемы.

При отборе «здоровых» хромосом из популяции и использовании генетических операторов (таких как рекомбинирование и мутация) в популяции остаются только те хромосомы, которые лучше всех приспособлены к окружающей среде, т.е. наиболее полно отвечают задаче.

Выполнение генетического алгоритма включает три основных шага. Эти шаги показаны на рис.1.
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Рис. 1. Работа генетического алгоритма

Генетический алгоритм выполняется в три этапа (если не учитывать начальное создание популяции). Во время оценки определяется здоровье популяции. Далее производится отбор подгруппы хромосом с помощью предварительно заданного критерия. Наконец, выбранная подгруппа рекомбинирует и мутирует, в результате чего получается новая популяция. Алгоритм выполняется заново с новой популяцией. Процесс продолжается до тех пор, пока произойдет достижение определенного предела. После этого работа алгоритма считается завершенной.

3. Метод отжига

Обсудим метод поиска, который называется отжигом или симуляцией восстановления. Как ясно из названия, метод поиска моделирует процесс восстановления. Восстановление – это физический процесс, который заключается в нагреве и последующем контролируемом охлаждении субстанции. В результате получается прочная кристаллическая структура, которая отличается от структуры с дефектами, образующейся при быстром беспорядочном охлаждении. При поиске решений структура представляет собой кодированное решение, а понятие температуры используется для того, чтобы указать, как и когда будут приниматься новые решения.

Рассмотрим, как метафора охлаждения растаявшей субстанции используется для решения проблемы. Алгоритм отжига очень прост и может быть разделен на пять этапов (рис. 2).

Для большинства проблем начальное решение будет случайным. На самом первом шаге оно помещается в текущее решение.

Оценка решения состоит из декодировки текущего решения и выполнения нужного действия, позволяющего понять его целесообразность для решения данной проблемы. Закодированное решение может просто состоять из набора переменных. Поиск решения начинается с копирования текущего решения в рабочее решение. Затем рабочее решение произвольно модифицируется.

После выполнения поиска рабочего решения происходит оценка, как было описано ранее. Поиск нового решения основан на методе Монте-Карло, т.е. случайным образом.

На этапе оценки критерия допуска алгоритма имеется два решения. Затем рабочее решение сравнивается с текущим решением. Если рабочее решение имеет меньшую энергию, чем текущее, то рабочее решение копируется в текущее решение и происходит переход к этапу снижения температуры.

Однако если рабочее решение хуже, чем текущее решение, то определяется критерий допуска, чтобы выяснить, что следует сделать с текущим решением. Вероятность допуска основывается на соотношении, которое, в свою очередь, базируется на законе термодинамики:

P(δE)  exp(δE/T).
                                                                                         (1)
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Рис. 2. Алгоритм отжига

При высокой температуре (свыше 60 (С) плохие решения принимаются чаще, чем отбрасываются. Если энергия меньше, вероятность принятия решения выше. При снижении температуры вероятность принятия худшего решения также снижается. При этом более высокий уровень энергии также способствует уменьшению вероятности принятия худшего решения.

При высоких температурах симулированное восстановление позволяет принимать худшие решения для того, чтобы произвести более полный поиск решений. При снижении температуры диапазон поиска также уменьшается. Сужение диапазона поиска прекращается при температуре 0 (С. После ряда алгоритмических итераций при фиксированной температуре она ненамного снижается. При одной температуре выполняется несколько итераций. После их завершения температура будет понижена. Процесс продолжится, пока температура не достигнет нуля.

4. Проблема темпов эволюции
К сожалению, слабой стороной всех известных алгоритмов, основанных на самоорганизации, является их вырождение в неполиноминальные при достижении некоторого критического порога (рис. 3). Поэтому решение NP-полных задач большой размерности за полиноминальное время возможно только со значительным отклонением.

При эволюции, решения постоянно попадают в локальные оптимумы, выйти из которых тем сложнее, чем ближе решение к оптимальному. Происходит это из-за того что вероятность выхода из локального оптимума за счет точечных мутаций, уменьшается экспоненциально при улучшении решения.
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                         Рис. 3. Зависимость ценности решения от времени поиска

Большинство усилий в настоящее время направлено на решение проблемы попадания в локальные оптимумы. В частности для генетических алгоритмов был предложен механизм миграции. Особенность данного метода заключается в том, что эволюция идет не в одной популяции, а в нескольких. Это позволяет осуществлять миграцию решений из одной популяции в другую.

5. Блочная мутация – возможное решение проблемы темпов эволюции
Одним из возможных решений проблемы, является предположение – что помимо точечных мутаций существует другой механизм – блочные мутации. При этом новое решение собирается из частей старых решений. В целом сознание нового решения из блоков имеющихся решений сходно с детской игрой «конструктор», в которой из одних и тех же деталей можно собрать мост, дом, экипаж и т.д. Впервые эту гипотезу предложил Д.С.Чернавский, он условно назвал ее «конструктор». При учете блочных мутаций эволюция из градуальной, превращается в дискретную.

6. Преимущества дискретной эволюции
В дискретной эволюции улучшение решения происходит скачкообразно, что позволяет существенно сократить время поиска решения и избежать попадания в локальные оптимумы (рис. 4).

Отличительной чертой дискретной эволюции является выделение блоков, которое возможно не всегда. Выделение блоков возможно только у решений, которые не сильно отличаются друг от друга, в тоже время малые отличия решений не позволяют сделать большого скачка, поэтому сначала решения должны быть сближены до определенной степени при помощи градуальных методов, после чего становится возможным совершить скачек.
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Рис. 4. Преимущества дискретной эволюции


7. Задача коммивояжера (TSP)
Задача коммивояжера – классическая проблема дискретной комбинаторной оптимизации (рис. 5). Она заключается в том, чтобы найти кратчайший путь между городами, при котором каждый город будет посещен всего один раз. Иначе говоря, надо найти кратчайший Гамильтонов путь в графе, где в качестве узлов выступают города, а в качестве ребер – соединяющие их дороги. Математики впервые изучили задачу комивояжера в 1930-е гг. В частности, ею занимался Карл Менгер в Вене. Следует отметить, что похожие задачи исследовались еще в 19 веке ирландским математиком сэром Уильямом Роуэном Гамильтоном. В настоящее время задача коммивояжера стала настоящей «мушкой дрозофилой» комбинаторной оптимизации. Изучением этой проблемы заняты тысячи исследователей во всем мире, написано множество статей, создано большое число различных методов, как точных, так и приближенных
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Рис. 5. Задача коммивояжера

8. Блочная мутация в TSP
Для осуществления блочной мутации в задаче комивояжера, необходимо иметь набор решений отличающихся друг от друга от 2% до 10%.

Для генерации решений применяется генетический алгоритм, либо другой стандартный приближенный алгоритм позволяющий находить несколько различных субоптимальных решений. 

9. Пример выделения блоков в TSP
Как только будут получены два или более, близких решения, происходит наложение их друг на друга. В результате чего, становится возможным выявить независимые друг от друга блоки, для их последующей рекомбинации.

На рис. 6 показан вариант выделения блоков из двух различных решений. В данном случае из двух решений было выделено 8 блоков.

10. Конструирование нового решения из блоков
Каждый выделенный блок в решении задачи может иметь два или более вариантов обхода точек графа. Из этих блоков как из конструктора строится новое улучшенное решение, из которого в дальнейшем создается новая популяция.

Вероятность создания решения с такой же ценностью градиентными методами равна 1/2n, где n число выделенных блоков, которое обычно варьируется 2 до 1000 в зависимости от размерности задачи.
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Рис. 6. Пример выделения блоков в задаче TSP
Рис. 6. Пример выделения блоков в задаче TSP
11. Сравнительные характеристики решения TSP различными методами
Метод дискретной эволюции сравнили с наиболее известными методами решения задачи комивояжера (табл.1). В тестировании помимо метода дискретной эволюции участвовали: генетический алгоритм, алгоритм муравьиной колонии и метод имитации отжига.

Таблица 1. Сравнительные характеристики методов решения TSP
	Метод
	Размерность
	Время, с
	Решение

	Дискретная эволюция
	10000
	100.0
	10253.335

	
	50000
	500.0
	22435.408

	Генетический алгоритм
	10000
	100.0
	11162.205

	
	50000
	500.0
	25041.251

	Алгоритм муравьиной колонии
	10000
	100.0
	11008.237

	
	50000
	500.0
	24854.607

	Имитация 

отжига
	10000
	100.0
	11332.315

	
	50000
	500.0
	25171.861


Размерность задачи составляла 10000 и 50000 городов. Время для поиска решения ограничивалось 100 секундами для первого случая и 500 секундами для второго. Во всей серии тестов метод дискретной эволюции давал решение до 10% лучшее, чем у конкурентов.

При тестировании графов меньшей размерности, когда было известно оптимальное решение, данный метод работал на несколько порядков быстрее, чем другие методы. 

Это позволяет говорить, что применение метода дискретной эволюции является весьма перспективным для решения различных оптимизационных задач.
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