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Статья расширяет и уточняет вопросы применения прямых изоклин при исследовании по-
линомиальных автономных дифференциальных систем. В частности, корректно доказы-
вается теорема о существовании хотя бы одной прямой изоклины, проходящей через лю-
бую особую точку дифференциальной системы. Решается проблема оценки числа прямых 
кубической системы на глобальном уровне, когда дается оценка сверху общего числа пря-
мых изоклин. Полученные результаты могут быть применены также и при исследовании 
распадающихся плоских кривых третьего порядка.  

 

Введение 
 

Несмотря на бурное развитие в последние десятилетия компьютеров и численных методов ре-
шения дифференциальных уравнений, качественные методы не потеряли своей актуальности и важно-
сти, в силу обеспечения более общего подхода при объяснении расположения интегральных кривых.  

Среди обширного арсенала методов качественного исследования динамических автономных 
систем особое место принадлежит геометрическому методу исследования, так называемому методу 
изоклин. Данный метод является достаточно простым и наглядным, так как он позволяет, при доста-
точно общих предположениях относительно правой части системы, весьма эффективно решать задачу 
о поведении интегральных кривых в окрестности особой точки и в целом. [1]. Широко известен и эф-
фективно применяется метод двух изоклин Еругина [2-5].  

Следует отметить, что, несмотря на свою эффективность, метод изоклин был применен лишь к 
решению несколько ограниченного класса задач качественного исследования двумерных динамиче-
ских систем. Например, он был использован при решении проблемы Айзермана о глобальной устой-
чивости особой точки специальной системы из теории автоматического управления; при нахождении 
достаточных условий существования определенного числа предельных циклов для уравнения Льенар-
да; для качественного исследования в целом квадратичных систем с особой точкой типа центра и для 
некоторых других задач [5, 6]. В [6] построены полные портреты изоклин  полиномиальных систем, 
изучены их контакты и свойства вращения, выполнена классификация соответствующих фазовых 
портретов. С их помощью построены канонические системы, которые позволили решить самые слож-
ные задачи качественного исследования, такие как проблема центра, исследование раздвоений пре-
дельного цикла, анализ глобального поведения предельных циклов и другие. 

Не случайно метод изоклин был применен для исследования полиномиальных систем. Он по-
зволяет преодолеть возникающие трудности при описании картины интегральных кривых. 

Актуальность исследования динамических систем второго и третьего порядка обусловлена 
практическими задачами, возникающими при объяснении различных физических, химических и био-
логических явлений и процессов [7, 8]. Например, в [8] динамика процесса кристаллизации кальцита 
из водного раствора описывается системой дифференциальных уравнений с полиномиальной правой 
частью. При этом качественное исследование этой системы позволяет объяснить явление ритмическо-
го зонирования в составе растущих кристаллов.  
 
Основные результаты  

Как известно главной целью качественного интегрирования системы дифференциальных 
уравнений  
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является установление полной схемы поведения ее траекторий на фазовой плоскости (x;y). Но поведе-
ние траекторий системы (1), в первую очередь, определяется особыми траекториями, такими, как со-
стояние равновесия, сепаратриса, предельный цикл. При этом важно знать количество состояний рав-
новесия, их координаты, взаимное расположение сепаратрис седел и седлоузлов, число предельных 
циклов, их устойчивость и взаимное расположение. В решении такого рода вопросов вполне опреде-
ленную роль играют прямые изоклины системы (1). Так, например, из результатов работы [9] следует, 
что взаимное расположение предельных циклов системы (1) в случае, когда P и Q - взаимно простые 
многочлены второй степени существенно зависит от наличия и взаимного расположения прямых изо-
клин этой системы. Следует заметить, что автором статьи [9] использованы результаты работы [10], 
согласно которой число предельных циклов квадратичной системы не превосходит трех. Впрочем, 
данная оценка впоследствии не подтвердилась. Сошлемся для этого на монографию [11], в которой в 
качестве примера приводится следующая система дифференциальных уравнений 

,)9825(   ,)5(10 222 xyxx
dt

dy
yxyxyx
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dx δεδλ −+−++=+++−−=  

имеющая, по меньшей мере, четыре предельных цикла. Здесь .10 ,10 ,10 521320 −−− −=−=−= εδλ  
Тем не менее, в пользу актуальности использования прямых изоклин в качественном исследовании 
автономных дифференциальных систем на плоскости говорит и тот факт, что задача нахождения ко-
ординат состояний равновесия даже квадратичной системы становится трудно разрешимой в общем 
случае. В тоже время знание хотя бы одной прямой  изоклины делает эту задачу реально разрешимой 
благодаря так называемым каноническим формам. Именно в связи с каноническими формами квадра-
тичной дифференциальной системы впервые к проблеме прямых изоклин обратился А.Н. Берлинский 
в своей работе [12]. Благодаря существованию прямых изоклин стало возможным приведение квадра-
тичной системы к каноническому виду, что позволило автору [12] полностью решить проблему сосу-
ществования четырёх особых точек квадратичной системы в конечной части фазовой плоскости. Под 
канонической формой записи системы (1) понимается такая форма её записи, при которой 
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 βα  − степень многочленов 

),( yxP  и ),( yxQ . 

По-видимому, впервые попытка исчерпывающего исследования квадратичной системы на 
предмет существования и взаимного расположения прямых изоклин была предпринята в работе [13]. 
В ней дается доказательство следующей теоремы: если дифференциальное уравнение  
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имеет хотя бы одну особую точку, то семейство изоклин 
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ij yxbyxQ , Rba ijij ∈,  всегда содержит хотя бы одну 

прямую изоклину*. 
Теорема верна, но доказательство имеет определенные изъяны и от этого выглядит не убеди-

тельно. Приведем рассуждения автора [13], следуя которому введем обозначения: 

                                                      
* Заметим, что факт существования хотя бы одной прямой изоклины, проходящей через особую точку квадратичной системы 
раньше был доказан в [9] (лемма 1), а возможность приведения квадратичной системы к канонической форме в указанном виде в 
случае четырех особых точек впервые доказана в работе Берлинского А.Н. – Одна теорема о поведении интегральных кривых диф-
ференциального уравнения // Ученые записки Сталинабадского пед института. – 1958. – Т. 20. – Вып. 3.  
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Кривая (3) является распадающейся∗  тогда и только тогда, когда выполняется условие: 
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Характеристическое уравнение (4) в [13] представлено в виде: 

032
2

1
3

0 =+++ СССС λλλ ,     (5) 

где AС =0 ,  BС =3 . 

Далее в работе рассматривается случай 030 ≠CC , когда ни одна из главных изоклин не яв-

ляется распадающейся. Тогда уравнение (5) или, что тоже самое, уравнение (4) имеет хотя бы один 

действительный корень 0λ  и соответствующая ему изоклина 0),(),( 202 =− yxPyxQ λ  будет рас-

падающейся. Это распадение будет действительным, если 0)( 0 ≤λδ  и мнимым, если 0)( 0 >λδ , 

где 
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Автор далее пишет: докажем, что всегда 0)( 0 ≤λδ . Для этого предположим противное, что 

0)( 0 >λδ . Из того, что неравенство 0)( 0 >λδ  не выполняется для всех значений )0( 00 ≠∈ λλ R , 

автор [13] делает вывод о том, что для любого корня 0λ  уравнения (4) выполняется неравенство 

0)( 0 ≤λδ . Этот вывод содержит изъян, ибо из него следует лишь то, что существуют значения 0λ  

(и не обязательно корни уравнения (4)) при которых выполняется неравенство 0)( 0 ≤λδ . 

Приведем доказательство вышеназванной теоремы, но уже лишенное этого недостатка. 

Прежде всего, не умаляя общности, полагаем, что 00000 == ba , так как в противном случае 

соответствующим преобразованием начало координат всегда можно перенести в особую точку. 

Пусть, далее 0λ  − корень уравнения (4). Если 001100110 =+++ bbaa , то очевидно, лю-

бая прямая, проходящая через начало координат уравнения (2), является изоклиной. Поэтому будем 
рассматривать случай 

001100110 >+++ bbaa . 

Если выполняется хотя бы одно из условий 

010010 =− ab λ ,       (6), 

001001 =− ab λ ,       (7), 

то непременно существует прямая изоклина уравнения (2), проходящая через точку (0,0).  
                                                      
∗  Случай, когда хотя бы одна из главных изоклин (P(x,y)=0, Q(x,y)=0) имеет в качестве компоненты не менее од-
ной прямой. 
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В самом деле, если имеет место равенство (6), то уравнение (4) принимает вид: 

0)()(
4

1
20020

2
01001 =−−− abab λλ .     (8) 

При невыполнимости (7) из (8) следует, что 020020 =− ab λ , то есть прямая 0=y  − изо-

клина уравнения (2).  
Аналогично, при выполнении (7) и невыполнении (6) прямая 0=x  − изоклина уравнения (2). 

Если (6) и (7) выполняются одновременно, то прямая 00110 =+ yaxa  − изоклина уравнения (2). Та-

ким образом, условие 030 ≠CC  априори исключает выполнение любого из условий (6) и (7). Из 

уравнения (4) при 0λ=a  получаем равенство: 
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Кроме того,  
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С учетом (9) выражение (10) запишется в виде: 
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Теперь ясно, что для любого корня уравнения (4) 0λ  имеет место неравенство 0)( 0 ≤λδ  и 

распадение кривой (3) действительное. Если хотя бы один из определителей A  и B  равен нулю, 

например A , то нетрудно показать, что существует хотя бы одна прямая изоклина, инцидентная точ-

ке (0,0). Итак, пусть 0=A . Если при этом 00110 == aa , то 00110 =+ ybxb  - изоклина уравнения 

(2). Если 010 =a , 001 ≠a , то 020 =a  (это следует из равенства 0=A ). Тогда 

0
4

1 2
110220 <− aaa , а значит, изоклина бесконечности 0),(2 =yxP  распадается на две действитель-

ные прямые. Если 00110 ≠⋅aa , то из равенства 0=A  следует, что  
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a += .               (12) 

С учетом (12) второй инвариант 2J  кривой 0),(2 =yxP  [14] является неположительным и, 

следовательно, распадение 0),(2 =yxP  действительное. Теорема доказана полностью. 

Доказанная нами выше теорема также сформулирована в работе [9] в виде леммы 1, но как 
отмечает автор работы [15] доказательство этой леммы ошибочно, так как автор не рассмотрел второй 

инвариант кривой 0),(),(
22

=− yxPyxQ λ . 

Проблеме прямых изоклин квадратичной дифференциальной системы, а также систем более 
общего вида 

),(),( yxPyxP
dt

dx
nm += ,   ),(),( yxQyxQ

dt

dy
nm +=   (13) 

посвящена работа [15]. 
Автор работы [15] вводит в рассмотрение ),( βα  − изоклину системы (1), а затем прямоли-

нейную изоклину. Им доказана теорема 1 [15]: если m  и n  − числа разной четности, то через особую 
точку (0,0) системы (13) проходит по крайней мере одна прямолинейная изоклина. При этом либо ка-
ждая прямая, проходящая через точку (0,0), есть изоклина, либо прямолинейных изоклин не более 

nm + . В системе (13) kP , kQ , ( nmk ,= ) − однородные многочлены k -ой степени. 
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Доказательство теоремы 1 [15] основано на возможности разложения однородного многочле-
на от двух переменных. Из нее очевидным образом следуют лемма 1 [9] и теорема из [13].  

Отметим, что автором [15] не упоминается статья [13], в которой была предпринята попытка 
доказать, что распадение кривой (3), соответствующее корню уравнения (4) всегда действительное.  

В работе [15] доказана также теорема 2: пусть векторное поле в системе (1) полиномиальное с 
особой точкой (0,0). Для того, чтобы каждая прямая, проходящая через эту точку, являлась изоклиной, 
необходимо и достаточно, чтобы это поле было коллинеарно однородному векторному полю, то есть 

чтобы существовали однородные полиномы ),( yxPk , ),( yxQk , )0( ≥k  и полином ),( yxR  такие, 

что имеют место тождественные представления: 

),(),(),( yxRyxPyxP k≡ ,   ),(),(),( yxRyxQyxQ k≡ .   (14) 

Если правые части (1) взаимно простые, то в условиях теоремы 2, как следует из (14) 
1),( ≡yxR . 

В работе [16] способом, отличным от способа доказательства теоремы 1 [15] доказана теоре-
ма: пусть правые части системы 

),(),( 1 yxPyxP
dt

dx
kk ++= ,   ),(),( 1 yxQyxQ

dt

dy
kk ++=    (15) 

взаимно простые многочлены, где kP , kQ  − однородные многочлены степени nk = , 1+n , 1≥n . 

Тогда через точку (0,0) проходит не менее одной и не более 12 +n  прямых изоклин. Если в (15) фор-

мально заменить 1+n  через m  и считать n  и m  числами разной четности, то мы получим доказа-
тельство теоремы 1 [15] другим способом. 

Отмеченная теорема из работы [16] доказана в связи с изучением числа и взаимного располо-
жения прямых изоклин кубической системы. Но, в отличие от квадратичной системы кубическая сис-
тема в общем случае не сходна с системами (14) и (15). Поэтому естественно ожидать, что существу-
ют кубические системы, для которых через ту или иную особую точку не проходит ни одна прямая 
изоклина. 

В работе [16] также показано, что через особую точку кубической системы, отличной от од-
нородной, проходит не более пяти прямых изоклин. Дана оценка числа прямых изоклин кубической 
системы, а именно, что их число не более десяти. Кроме этого приводится пример такой системы, об-
ладающей десятью прямыми изоклинами. Результаты исследования, проведенного в работе [16] могут 
иметь применение в теории плоских кривых третьего порядка. В частности, справедливо следующее 
утверждение вытекающее из результатов работы [16]: в пучке кривых третьего порядка 

0),(),( 33 =− yxPyxQ λ  с девятью базисными точками существует не более трех кривых распа-

дающихся на три  − прямые, если таких кривых три, то разве что еще одна кривая пучка распадается 
на прямую и неприводимую кривую второго порядка. 

Поскольку каждая инвариантная прямая системы (1) является ее прямой изоклиной, то в кон-
тексте проблемы прямых изоклин полиномиальных систем можно рассматривать число и взаимное 
расположение инвариантных прямых кубической дифференциальной системы. Например, в статье 
[17] доказано, что кубическая дифференциальная система может иметь не более восьми инвариантных 
прямых. 

Заметим также, что ранее в работе [18] проведено исследование квадратичной дифференци-
альной системы по изучению вопроса о существовании, числе и взаимном расположении ее прямых 
изоклин. В отличие от работ [9, 12, 13] авторы статьи [18] не пользовались сведениями из теории кри-
вых второго порядка и поэтому доказано, что число прямых изоклин квадратичной системы может 
быть не более шести. Кроме этого в [18] предложены линейные преобразования, позволившие полу-
чить некоторые новые канонические формы квадратичных систем. Подчеркнем также, что при изуче-
нии взаимного расположения прямых изоклин дифференциального уравнения (2) в зависимости от 
числа особых точек автор работы [13] рассматривает случай одной особой точки как результат слия-
ния четырех особых точек в одну. Между тем единственная особая точка уравнения (2) может быть не 
только четырехкратной, но и трех, двукратной, и даже простой особой точкой. Все эти случаи иссле-
дованы подробно в статье [18]. 

Приведенный анализ работ полиномиальных динамических систем и их определенное уточ-
нение показывает, что теория прямых изоклин может иметь достойное применение в решении различ-
ных вопросов качественной теории дифференциальных систем на плоскости. 
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About straight line isoclines of some polynomial autonomous systems on a 
plane  
 
V.B. Tlyachev, A.D. Ushkho 
 

The paper expands and specifies problems of application of direct isoclines at research of polyno-
mial autonomous differential systems. In particular, the theorem of existence at least one straight line isocline 
which is passing through any singular point of differential system is proved. The problem of an estimation of 
number of straight lines of cubic system at global level is solved. The obtained results can be applied for re-
search of breaking up third order curves on plane. 


