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В работе даны новые доказательства теоремы Вейерштрасса о представимости непрерывной функции двух переменных полиномами от двух переменных. В первом параграфе этой статьи рассматриваются интерполяционные полиномы Бернштейна С.Н. для двух функций двух переменных, и с их помощью доказывается выше названная теорема. Во втором параграфе строятся полиномы Канторовича для функций двух переменных и доказывается, что эти полиномы равномерно сходятся к непрерывной функции.

§1. ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ПОЛИНОМЫ С.Н.БЕРНШТЕЙНА ДЛЯ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ И ИХ СХОДИМОСТЬ.
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равноотстоящие узлы.

В этом случае интерполяционный полином Лагранжа для функции двух переменных
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С.Н. Бернштейн рассмотрел такие полиномы для функции от одной переменной и составил новые суммы:
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Аналогичные полиномы можно составить и для функции двух переменных:
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Этот полином будет тригонометрическим полиномом степени 
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Известно [1, 2], что 
[image: image17.wmf](

)

1

2

0

2

sin

2

1

2

sin

1

2

1

=

å

=

-

-

+

+

m

k

k

x

x

k

x

x

m

m

.

Поэтому, если в равенство (1) подставить
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Из (2) и (3) следует:
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Обозначим:
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где 
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 произвольный тригонометрический полином степени 
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Величина 
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Известно [ 3, 4, 6], что для непрерывной функции двух переменных
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Обозначим модуль непрерывности функции 
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Известно [ 3-5], что для непрерывной периодической функции на сегменте 
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Неравенство (9) называется неравенством Джексона для функции двух переменных.

С.Н. Бернштейн доказал, что если 
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где 
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Мы  эту теорему Вейерштрасса перенесём на функцию двух переменных 
[image: image41.wmf](

)

.

,

y

x

f


Теорема 1. Если 
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Доказательство.

Равенство (4) умножим на 
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Обозначим:
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Отнимем от 
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 (2), тогда получим:
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Выражение (2) после несложных подсчётов принимает вид:
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Обозначив через 
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получим:
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Следовательно:
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И потому:
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Из (15) и (17) следует:
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где 
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тригонометрический полином наилучшего приближения.

Учитывая, что 
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Известно [ 1, 6, 7], что 
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Отсюда учитывая (9) будем иметь
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С другой стороны, очевидно,
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Из (21) и (22) следует
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Из (23) следует (11).

Далее заметим, что полиномы Бернштейна Bm,n(f;x,y) сходятся равномерно к функции f(x,y) на сегменте [0,2(]2, это следует из (8) и (11).

§2. ПРИБЛИЖЕНИЕ ПОЛИНОМАМИ Канторовича функции двух переменных

Полином Л.В. Канторовича для функции от одной переменной f(x) определенной на сегменте [0,1] имеет вид:
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где 
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 биномиальные коэффициенты, то есть 
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Л.А. Канторович доказал теорему Вейерштрасса: «Если f(x) непрерывная функция на сегменте [0,1], тогда полиномы (24) сходятся к f(x) равномерно на сегменте [0,1]».

Мы распространим эту теорему на функции многих переменных.

Сначала заметим, что полиномы Канторовича для функции двух переменных имеют вид:
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Он  является многочленом степени m по x и степени n по y.

Теорема 2. Если f(x,y) непрерывная на сегменте [0,1;0,1] функция, тогда 
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     равномерно на этом сегменте.

Доказательство. Если f(t,()(1, тогда мы получим
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то есть
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Имеем 
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Из (26) и (27) следует, что 


                   Km,n(f;x,y)(1, когда  f(1; то есть Km,n(1,x,y)=1




(28)

Равенство (28) умножим на f(x,y), тогда получим

f(x,y)= f(x,y) Km,n(1;x,y),

то есть
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Вычитая из равенства (25) равенство (29) получим:
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Так как f(x,y) непрерывна на сегменте [0,1]2, то для любого (>0 найдется такое (>0, что
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где 
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Очевидно, что 
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Из (30) следует
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Итак, получили неравенство
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Из (31) и (32) следует
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Известно [ 1, 4], что для непрерывной функции
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Отсюда в силу (31), следует 
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(34) означает, что для любого (>0 найдется  такое (>0, что при 
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Для данных p и m возможны два случая: 
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В случае I будем иметь 
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В случае II будем иметь 
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Пусть 
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Очевидно 
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 сходится равномерно относительно m, поэтому найдется такое N, что будем иметь
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равномерно относительно m.

Из (36) и (37) для достаточно большого m (m>N) получим
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Из (35) и (38) следует 
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Отсюда, в силу произвольной малости (1 получим
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Аналогично доказывается, что
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Из (33), (39) и (40) следует неравенство 
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New proof of the Weierstrass theorem

E.O. Hazirishi

The Weierstrass theorem  about representability of two variable function represented by polynomials of two variables is proved. The Bernstains interpolation polynomials for two function of two variables is considered. The Kantorovitch polynomials for two-variable functions are constructed. These polynomials converge uniformly continuous function.
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