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Интегральные уравнения с ядрами типа потенциала и монотонной нелинейностью


ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЯДРАМИ ТИПА ПОТЕНЦИАЛА И МОНОТОННОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

С.Н. Асхабов

Майкопский государственный технологический институт, г. Майкоп

Используя методы теории монотонных операторов, в вещественных весовых пространствах Лебега доказываются теоремы существования и единственности для некоторых классов нелинейных интегральных уравнений с ядрами типа потенциала, содержащими большие нелинейности, а также получены оценки норм решений.

Используя методы теории монотонных операторов, в весовых вещественных пространствах Лебега докажем теоремы существования и единственности решений для некоторых классов нелинейных интегральных уравнений с ядрами типа потенциала.
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2. О непрерывности и положительности операторов типа потенциала.

Следующие леммы предоставляют условия, необходимые для доказательства основных результатов, при которых рассматриваемые операторы действуют непрерывно в соответствующие сопряженные пространства и являются положительными.
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Тогда оператор 
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Доказательство. В силу условия (2), имеют место непрерывные вложения:
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причем
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(оценки (5) и (6), из которых вытекают вложения (4), получаются применением неравенства Гельдера). Пусть 
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Аналогично доказывается следующая

Лемма 2. Пусть 
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Тогда оператор 
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Лемма 3. Пусть 
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Доказательство. Применяя неравенство Гельдера, имеем
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Покажем теперь, что 
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Из оценок (10) и (9) непосредственно вытекает первое неравенство из (7). Следовательно, оператор 
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3. Теоремы существования и единственности. Оценки решений. Доказываемые ниже теоремы являются аналогами результатов, полученных в [5], [6] для соответствующих нелинейных сингулярных интегральных уравнений и уравнений типа свертки. Будем, как обычно, предполагать, что функция 
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Теорема 1. Пусть 
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имеет решение 
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Доказательство. Запишем уравнение (11) в операторном виде: 
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Теорема 2. Пусть выполнены условия леммы 2. Если 
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имеет единственное решение 
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Доказательство. Из условий теоремы следует, что оператор 
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Так же как и в [6], можно показать, что в условиях теоремы 2 при 
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Отметим, что в [7] изучено вольтерровское уравнение вида (12) в пространствах Лебега и Орлича.
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имеет единственное решение 
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Доказательство. Из условий теоремы вытекает, что оператор типа потенциала 
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 непрерывен и положителен, а оператор Немыцкого 
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 непрерывен, строго монотонен и коэрцитивен. Значит, существует хеминепрерывный, строго монотонный и коэрцитивный обратный оператор 
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. Запишем данное уравнение (13) в операторном виде: 
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Поскольку оператор 
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 удовлетворяет всем требованиям теоремы Браудера-Минти, то уравнение (14) имеет единственное решение 
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 и это решение единственно, в силу условия 5).


Так же как и в [6], можно показать, что в условиях теоремы 3 при 
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Используя лемму 3 вместо леммы 1 и соответствующий аналог леммы 2 для оператора 
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, теоремы 1-3 легко распространяются на уравнения (11)-(13) с оператором 
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В заключение отметим, что леммы 1-3 и теоремы 1-3 имеют место и тогда, когда 
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 являются строго положительными в соответствующих пространствах 
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